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10 等式・不等式の証明 
73 

(1) 

解法 1： 00222 ===Û=++ zyxzyx  

 ( ) ( ) 022222 =++-++=++ zxyzxyzyxzyx より， 0222 =++ zyx  0===\ zyx  

解法 2：1 文字消去 
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yyx

yxyx

xyxyxyxyzxyzxy

 

 より， 0
4
3

2
2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ + yyx  

 よって， 0
2
=+

yx かつ 0=y  すなわち 0== yx  

 ゆえに， 0=== zyx  

(2) 

解法 1： ( )( ) xyzzyxzxyzxyzyxzyx 3333222 -++=---++++  

 

( )( )

0
3

3222333

=
=

+---++++=++

　　　　　　

　　　　　　 xyz
xyzzxyzxyzyxzyxzyx

 

 より， 0=xyz  

よって， zyx ,, のうち少なくとも 1 つは 0 である。 

解法 2：1 文字消去 

 

( ){ }
( )

0
3

333333

=
+-=

+-++=++

　　　　　　

　　　　　　 yxxy
yxyxzyx

 

 よって， ( ) 0=+ yxxy  すなわち 0=xy または 0=+ yx  

 0=xy のとき 

  yx, のうち少なくとも 1 つは 0 である。 

 0=+ yx のとき 

  ( ) 0=+-= yxz  

 よって， zyx ,, のうち少なくとも 1 つは 0 である。 
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(3) 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
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=
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×++=

+---++++=++

　　　　　　

　　　　　　 xyzxzzyyxzyx

xyzzxyzxyzyxzyxzyx

 

より， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
6

222 xzzyyxzyxxyz -+-+-++
-=  

 ここで， ( ) ( ) ( ) 0222 =-+-+- xzzyyx とすると， xzzyyx -=-=- より， zyx ==  

 このとき， 03 3333 ==++ xzyx  0===\ zyx  
 ところが， 0¹++ zyx （矛盾） 

 よって， ( ) ( ) ( ) 0222 ¹-+-+- xzzyyx  
 ゆえに， 0¹xyz  すなわち zyx ,, のどれも 0 ではない。 

74 

(1) 
 ( ) ( )( ) 0111 >--=+-+ qpqppq  1+<+\ pqqp  

(2) 

 
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )1,10112

1211
22

>>>--=

+--=-+--+

baba

babababa

　　　　　　　　　　　　　　　
 

 これと 

( ) ( ) ( )( )111111
22

-+--+-++-+=-+--+ babababababa  

より， 

( )( ) 01111 >-+--+-++-+ babababa  

 011 >-++-+ baba ( )1,1 >> ba だから， 011 >-+--+ baba  

 11 -+<-+\ baba  
(3) 
 1,1 >> cb より， 2>+ cb  11 >-+\ cb  

 よって， 
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解法 1 

 2 は無理数だから， 22,2 ¹¹
p
q

q
p  
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 よって，
p
q

q
p 22 << または

q
p

p
q

<< 22  

 ゆえに， 2 は
q
p
と

p
q2
の間にある。 

補足 
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ここで， 222
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よって， 02224224222 =×-<÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-=÷÷
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è
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-÷÷
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çç
è

æ
-

q
p

p
q

p
q

q
p  

 ゆえに， 2 は
q
p
と

p
q2
の間にある。 

解法 2 

 2 は無理数だから， 22,2 ¹¹
p
q

q
p  

 よって，次の 3 つのどれか 1 つが成り立つ。 

(i) 2 が
q
p
，

p
q2
より大きい。 (ii) 2 が

q
p
，

p
q2
より小さい。 

(iii) 2 が
q
p
と

p
q2
の間にある。 

(i)では， 2<
q
p

かつ 22
<

p
q

 すなわち qp 2< かつ qp 2>  

(ii)では， 2>
q
p

かつ 22
>

p
q

 すなわち qp 2> かつ qp 2<  

となり，いずれも成り立たない。よって，(iii)が成り立つ。 



2018 スタンダード数学演習Ⅰ・Ⅱ・A・B 受験編を解いてみた    http://toitemita.sakura.ne.jp 

4 

解法 3 

2 は無理数だから， 22,,2 ¹¹
p
q

q
p  

よって， 2<
q
p

または 2>
q
p  

 2<
q
p

のとき 

2
1

>
p
q

より， 22
>

p
q

 
p
q

q
p 22 <<\  

2>
q
p

のとき 

2
1

<
p
q

より， 22
<

p
q

 
q
p

p
q

<<\ 22  

 よって， 2 は
q
p
と

p
q2
の間にある。 

76 

(1) 

 

( )

( ) ( ){ }
( ) ( ) 0

8
3
8
3
8
3

22
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333

³+-=

---=

--+=÷
ø
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è
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-
+

baba

babbaa

abbabababa

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

 よって，
333

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +

³
+ baba

（等号成立は ba = のとき） 

別解 

 ( )
333

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +

-
+

=
babaaf ( )0>b とおくと， 

( ) ( )( )
8

33
22

3
2
3 2

2 bababaaaf +-
=÷

ø
ö

ç
è
æ +

-=¢  

 よって， 0>a における ( )af の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) ¯÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+-¢

0
8

7
0/

0

3baf

af
ba 

 

 ゆえに，
333

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +

³
+ baba

（等号成立は ba = のとき） 
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(2) 
333

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +

³
+ baba

より，
22

3
33 baba +
³

+  

よって， baba
+³

+3
33

2
2 すなわち ( ) baba +³+3 334  

 ここで， 1,
2
3

3 == ba とおくと， ( ) 33 333 104,1
2
3

=++=+ baba  

これと 1
2
3

3 ¹ より， 1
2
310 33 +>  

77 

(1) 

 

( ) ( ) ( )
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=

=
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2
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( ) 0³\ xf  

(2) 
 ( ) 0=xf の判別式をDとすると，(1)より， 0£D  

 これと ( ) ( )22
2

2
1

2
214 nn aaanaaaD

+++-+++=  より， 

( ) ( ) 022
2

2
1

2
21 £+++-+++ nn aaanaaa   

( ) ( )22
2

2
1

2
21 nn aaanaaa +++£+++\   

(3) 

 ( ) ( )22
2

2
1

2
21 nn aaanaaa +++=+++  のとき，(2)より， ( ) 0=xf の判別式は 0 となる。 

したがって， ( ) 0=xf は重解をもつ。 

 そこで，重解をa とすると，(1)より， ( ) ( ) 0
1

2 =-=å
=

n

k
kaf aa  0=-\ kaa  

 ゆえに， naaa ==== 21a  
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(1) 
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 \ ( ) ( ) ( )2121 xqfxpfqxpxf +£+ （等号成立は 21 xx = のとき） 

(2) 

 (1)で
b

bx
a

axqp 1,1,
2
1

21 +=+=== とおくと， 
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 より，

222 11
4
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2
1

÷
ø
ö

ç
è
æ +³

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +

abb
b

a
a  

 
222 11
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÷
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ø
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è
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a
a （等号成立は

b
b

a
a 11

+=+ のとき） ・・・① 

 ( )
4
1

4
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2
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2
2 £+÷

ø
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ç
è
æ --=+-=-= aaaaaab  

これと 0>ab より，
4
10 £< ab  41

³\
ab

（等号成立は
2
1

== ba のとき） 

よって， ( )
2
2541

2
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2
1 2

2

=+³÷
ø
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ç
è
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（等号成立は

2
1

== ba のとき） ・・・② 

①，②より，
2
2511 22

³÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
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b
b

a
a （等号成立は

2
1

== ba のとき） 
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(1)  
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(2) 
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 ここで， 
 ( ) ( ) cbbacbbacbbacbbaca --+-+-£-+-£-+-=-  

 等号成立は 0=- ba または 0=- cb すなわち ba = または cb = のとき 

 これと(1)より， 

cbbacbba
cbba
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等号成立は ba = または cb = のとき 

さらに， 0
1

³
--+-+-+

--

cbbacbba
cbba

（等号成立は ba = または cb = のとき） 

より， 
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cbbacbba
cbba

ca
ca

cb
cb

ba
ba

-+

-
³

--+-+-+

--
+

-+

-
³

-+

-
+

-+

-

1

1111

　　　　　　　　　

 

等号成立は ba = または cb = のとき 

ゆえに， 

ca
ca

cb
cb

ba
ba

-+

-
³

-+

-
+

-+

-

111
 

等号成立は ba = または cb = のとき 


